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Modelos exponenciales y logaritmicos
Propiedades, graficas, ecuaciones y aplicaciones

Precalculo e Resumen integral con ejemplos razonados

Propoésito. Entender como las potencias y los logaritmos describen fenémenos de variacion
multiplicativa, reconocer sus condiciones de validez, interpretar sus graficas como funciones
inversas y resolver ecuaciones sin perder restricciones del dominio.

1. Potencias de base positiva: fundamentos

Para una base a > 0, las potencias a® estan bien definidas como nimeros reales positivos para
todo z € R. Si m,n son enteros y n > 1, las potencias racionales se interpretan como

am/n _ n/am’ a—m/n _ 1

am/n’

La hipétesis a > 0 permite extender coherentemente estas leyes a exponentes reales sin ambigiie-
dades de signos ni raices. Para a,b > 0y z,y € R, se cumplen

_ a
a® Y = a®a¥, a® Y= —,
a¥y
(ax)y = axy’ (ab):c — axbx,
x
a\~ o a 0 __ 1
g = b7, a = 1.

La identidad a” = 1 exige a # 0; en este capitulo siempre suponemos a > 0. Ademas, a=* = 1/a®
y a'/™ = {/a. No es valido sustituir (a 4 b)* por a® + b* en general: por ejemplo, (2 4 3)% = 25,
mientras que 22 + 32 = 13.

1.1. De una potencia a otra de la misma base

Ejemplo:
3 92z—1
2u+3 92v _ o(@+3)+(2e—1)~(a+1) _ g2z+1
2z+1 :
En este célculo las reglas se aplican a productos y cocientes de potencias; las sumas de potencias

requieren métodos distintos.

2. La funcién exponencial

Sea a > 0, a # 1. La funcion f(x) = a® tiene

Es continua, inyectiva y presenta asintota horizontal y = 0. Si @ > 1, es estrictamente creciente; si
0 < a < 1, es estrictamente decreciente. La condicion a # 1 es decisiva: 1% = 1 no es inyectiva y
carece de inversa definida en todo su recorrido.

Por qué cambia la monotonia. Para x5 > x1 tenemos

a®2

a®t

T2—x]

Sia > 1, el cociente es mayor que 1, mientras que, si 0 < a < 1, es menor que 1. Como ambas
potencias son positivas, queda determinado el orden de los valores.
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2.1. Crecimiento frente a decrecimiento

Las funciones f(z) = 2%y g(z) = 27% = (1/2)" pasan por (0, 1). Sus valores ilustran la reflexion
respecto del eje vertical:

z |-2 -1 0 1 2
1 1

22 | 1 2 1 2 4

274 2 1 1% 1

-3 -2 -1 1 2 3
Figura 1. Crecimiento y decrecimiento exponenciales con el mismo valor inicial.

3. Transformaciones de graficas exponenciales

Sia>1y A #D0, la expresion
Glz)=Aa® "+ k

traslada horizontalmente la funciéon por h, la escala verticalmente por |A| y la desplaza verticalmente
por k. Si A < 0, también hay una reflexiéon respecto de la horizontal del sistema original. Su
asintota horizontal es y = k, el dominio es R y el recorrido es (k,+0o0) si A > 0, o (—o0, k) si
A <O.

Ejemplo. Considere G(x) = 2°~1 + 1. La asintota es y = 1, el recorrido es (1,+00) y se tienen
los puntos exactos

Figura 2. El desplazamiento mantiene la forma exponencial y traslada su asintota.
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4. El logaritmo: inversa de la exponencial

Sean a > 0, a # 1. Para > 0, definimos log,  como el tnico exponente y que satisface a¥ = x:
log,z=y <= a¥=nux, x> 0.
La reciproca entre las funciones se expresa como
a8 =z (x> 0), log,(a') =t (t€R).

Por tanto,
Dom(log,) = (0, +00), Im(log,) = R.

La grafica pasa por (1,0) y (a,1), y tiene asintota vertical x = 0. Es creciente para a > 1y
decreciente para 0 < a < 1. Se usan especialmente Inz = log, , con e ~ 2.71828, y log;, x.

4.1. Leyes de los logaritmos y sus hipétesis
Paraa >0,a# 1y u,v > 0, se cumplen
log, (uv) = log, u + log, v,
log,, (%) = log, u — log, v,
log, (u") = rlog, u (r e R),
Inu  log,u

1 = — =
%= g log, a

(b>0, b#1).

t +t

La demostraciéon de la ley del producto se obtiene al escribir v = a® y v = a*: como uv = a°

logaritmo es s + t. Las demas leyes se deducen de la misma correspondencia.

, su

Atencion al dominio. No existe una regla general log,(u + v) = log, u + log, v. Por ejemplo,
log,(2 + 2) = 2, mientras que log, 2 + logy 2 = 2 ocurre por casualidad; con u = 2,v = 4 los lados
son log, 6 y 3, claramente distintos.

Una sutileza util. log, (u?) = 2log, |u| para u # 0, pero 2log, u solo tiene sentido real cuando
u > 0. La expresion con valor absoluto evita una sustituciéon invalida.

5. Las graficas de funciones inversas

Si f(x) = 2%, entonces f~!(z) = log, x. Las graficas son imagenes especulares respecto de y = a:
los pares (0, 1), (1,2) de la primera corresponden a (1,0), (2,1) de la segunda.

Figura 3. Azul: 27; rojo: logs x; linea discontinua: y = x. La reflexion transforma la asintota horizontal
y =0 en la vertical x = 0.
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5.1. Logaritmos transformados

Para H(x) = logy(z — 1) + 2, la condicion obligatoria es z — 1 > 0. Por ello,
Dom(H) = (1,400), Im(H)=R, asintota vertical x = 1.
Se cumple H(2) =2, H(3) = 3, y su unico corte con el eje horizontal satisface

O=logy(zx —1)+2 = r-1=2"2 <= 2=12

1
5 4\’y
47 H(z) =logy(x — 1
3 £
2 £
1 £
14
_9 1
31

Figura 4. Una traslacion horizontal modifica el dominio y mueve la asintota vertical.

6. Ecuaciones exponenciales: tres estrategias

6.1. Bases iguales

Las funciones exponenciales con base valida son inyectivas. Por tanto,
5271 =125=5% <= 27— 1=3 = z =2.

La comprobacion directa es 52(2)~1 = 53 = 125,

6.2. Usar logaritmos cuando las bases no coinciden

Para 2! = 7, ambos lados son positivos y se puede aplicar el logaritmo:

In7
(z+1)In2=In7 = x=-——
In2

La solucion es tinica porque 2t crece estrictamente. Usar In2 # 0 evita dividir por cero.

6.3. Sustituciéon exponencial

Resolvamos
322 -10-3"4+9=0.

Al poner t = 3% > 0, la ecuacion pasa a t> — 10t + 9 = 0, es decir,
t—1)(t—-9)=0 <<= t=10t=09.

Volviendo a la variable original: 3* =1 da x =0, y 3 = 9 da z = 2. Ambas soluciones satisfacen
la ecuacioén inicial, de modo que

S = {0, 2}.
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7. Ecuaciones logaritmicas y soluciones extranas

7.1. Combinar logaritmos sin perder el dominio

Resolveremos
logs(z — 1) + logg(z + 1) = 2.

El dominio inicial exige z —1 >0y 4+ 1 > 0, en conjunto z > 1. En ese dominio, por la ley del
producto,
logs((z —1)(z+1)) =2 = 2° - 1=9 <= z==£V10.

Solo v/10 > 1 cumple las restricciones; —v/10 debe rechazarse, aunque satisface la ecuacién
algebraica intermedia. Por tanto,

S = {V10}.
Comprobacion: (v/10 — 1)(v/10 + 1) = 9, por lo que la suma de los logaritmos efectivamente es

7.2. Una suma que se convierte en producto
En logy(x + 2) = 3 — logy x, €l dominio exige > 0. Sumando log, x y reuniendo términos:
logy (z(x +2)) =3 «— 22422 =8 «— (z—2)(x+4)=0.

La tnica solucién admisible es £ = 2; x = —4 no pertenece al dominio de partida.

8. Desigualdades y sentido del orden

Para a > 1, tanto a® como log, x conservan el orden; cuando 0 < a < 1, ambas lo invierten.
Esto permite resolver sin tomar decisiones ambiguas sobre signos:

2" >8=2% = 2>3,
(1)x>(1)3<:m<3
2 2 ’
logo(r—1) <3 <= 0<2r—-1<8 <= 1<z <9,
logyjo(x —1) <logy)p3 &= v-1>3 < z>4.

Dominio mixto. Para que logz(i—;é) sea real se exige

r—1
T+ 3

>0 (x # —3).
La tabla de signos de numerador y denominador conduce al conjunto
Dom = (—o0, —3) U (1, +00).

Aqui z = 1 estd excluido porque produciria argumento cero y * = —3 porque anularia el
denominador.
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9. Modelos de crecimiento y decrecimiento

9.1. Cambio porcentual por periodo

Si una cantidad inicial Py > 0 cambia una proporcion fija » > —1 por unidad de tiempo y el
modelo se interpreta como compuesto, entonces

P(t)=Py(1+7)" (t>0).

Sir > 0, el modelo crece; si —1 < r < 0, decrece; si r = 0, permanece constante. Si el cambio
ocurre exclusivamente al finalizar cada periodo, se evaltia en tiempos enteros t € Np; una extension
real de la formula requiere una interpretacién continua del tiempo.

Ejemplo de crecimiento. Un capital de 600 unidades crece un ocho por ciento por ano, con
acumulacidén compuesta:

P(t) = 600(1.08)",  P(3) = 600(1.08)> = 755.8272.

Para alcanzar 900 unidades en el modelo continuo interpolado, la ecuacion es

In(3/2
600(1.08)" =900 «—= t = (3/2) ~ 5.27 afios.

~ In(1.08)

Si solo se cuenta el saldo al final de afios completos, el primer afio en que se alcanza o supera 900
est =6.

9.2. Modelo con base natural
Un cambio proporcional continuo se describe mediante
P(t) = Poekt, Py > 0,

con k medido en unidades inversas de tiempo. El modelo crece si kK > 0, decrece si k < 0y
permanece constante si k = 0. Para igualar el factor anual 1+ > 0 se toma k& = In(1 4 r), puesto
que e = (1 4+ 7r)L.
Tiempo de duplicacion. Si k > 0, de P(T') = 2P, resulta
& In2

eT:2 < Tdoble:7~

Semivida. Si k < 0, de P(T) = Py/2 resulta

In(1/2) In2
koo |kl

Ty =

Por ejemplo, para P(t) = 240(0.75)", la semivida es Ty /5 = In(1/2)/1n(0.75) ~ 2.41 periodos.
Después de tres periodos, P(3) = 240(3/4)% = 101.25.
9.3. Comparacién grafica de dos modelos

Consideremos C(t) = 100(1.12)" y D(t) = 100(0.88)%, con ¢ > 0. Comparten el dato inicial 100,
pero difieren en el factor multiplicativo de cada periodo. A los cinco periodos,

C(5) = 100(1.12)° ~ 176.23,  D(5) = 100(0.88)® ~ 52.77.
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150 +

Cantidad

100

50

0 2 1 6 8 10
Tiempo (periodos)

Figura 5. Una tasa porcentual fija produce cambio multiplicativo, no aditivo.

10. Lista de control para interpretar un modelo

Antes de aceptar una ecuacién o una grafica conviene comprobar los siguientes aspectos:

1. Base y argumentos. Toda base de logaritmo debe ser positiva y distinta de 1, y cada
argumento debe ser estrictamente positivo.

2. Equivalencias. Al multiplicar, elevar a potencias o combinar logaritmos, deben preservarse
las restricciones anteriores.

3. Monotonia. Una base comprendida entre 0 y 1 invierte el sentido de una desigualdad.

4. Gréafica. Los desplazamientos modifican asintotas, dominios y recorridos tal como indican las
formulas.

5. Modelado. La base del crecimiento compuesto debe ser positiva, las tasas deben asociarse a
unidades de tiempo y los resultados deben interpretarse dentro del contexto.

11. Problemas breves de repaso, con respuesta

Simplificar 471 /2772, Respuesta: 2**4, porque 471! = 222+2,

Resolver 7*~1 = 49. Respuesta: = 3.

Calcular logs(1/27). Respuesta: —3.

Resolver logs(z — 2) = 1. Respuesta: x =7, que cumple = > 2.
Determinar el dominio de logy(z? — 9). Respuesta: (—oo, —3) U (3, +00).
Resolver (1/3)* > 1/27. Respuesta: x < 3.

Resolver log,(logs ) = 0. Respuesta: x = 3, pues logg z = 1.

S S

Determinar la asintota y el dominio de y = In(x + 4) — 1. Respuesta: x = —4 y (—4,400).

Sintesis. Las potencias modelan cambios por factores constantes; los logaritmos recuperan los
exponentes y convierten productos en sumas. Su utilidad depende de respetar estrictamente la
base, el dominio y el sentido de las desigualdades, tanto al calcular como al interpretar fenémenos
reales.
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